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Àííîòàöèÿ
åøåíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïëîñêîñòè u+(t) = f+(t) , v−(t) = g−(t) , t ∈ L , ãäå
L  îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ (ðàñïîëîæåííûõ â òîì ÷èñëå
ïåðèîäè÷åñêè) ñ òî÷êîé ñãóùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà îòðåçêîâ
ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å èìàíà â ñëó÷àå
ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíòóðîâ, â ÷àñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíòóðîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïëîñêîñòè, çàäà÷à èìàíà, îäíîïåðèîäè-
÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå îòðåçêîâ, îäíîïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ, äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîå ðàñïî-
ëîæåíèå îòåçêîâ, ýëëèïòè÷åñêàÿ óíêöèÿ, êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿ óíêöèÿ.
Ââåäåíèå
Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïëîñêîñòè â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ ðàññìàò-
ðèâàëàñü â ñòàòüå [1℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ îñíîâíàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè
óïðóãîñòè äëÿ ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ðàçðåçàìè â ñëó÷àå, êîãäà íà âåðõ-
íèõ êðàÿõ ùåëåé çàäàþòñÿ âíåøíèå íàïðÿæåíèÿ, à íà íèæíèõ êðàÿõ  ñìåùåíèÿ.
Ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [1℄, äîâîëüíî ñëîæíûé è ñîäåðæèò íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ìåòîä, ïîçâî-
ëÿþùèé ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è ê ðåøåíèþ çàäà÷è èìàíà è óïðîñòèòü ðåøåíèå
çàäà÷è. Ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è èìàíà â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî ìíîæå-
ñòâà êîíòóðîâ [2, . 236275℄ äàíî îáîáùåíèå çàäà÷è íà ñëó÷àé ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
îòðåçêîâ, â ÷àñòíîñòè, íà ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêîâ è ïåðèî-
äè÷åñêèõ äàííûõ [3, 4℄. Ïðåäëîæåííûé àïïàðàò ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü çàäà÷ó äëÿ
íåïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ.
1. Ñëó÷àé êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü S îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü, ðàçðåçàííóþ âäîëü
îòðåçêîâ Lk = (ak, bk) , k = 1, . . . , n äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè÷¼ì a1 < b1 < · · · <
< an < bn . Îáîçíà÷èì L =
n⋃
k=1
Lk .
Òðåáóåòñÿ íàéòè êóñî÷íî-ãîëîìîðíóþ â S óíêöèþ
Φ(z) = u(z) + iv(z),
èñ÷åçàþùóþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïî çàäàííûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì âåùåñòâåííîé
è ìíèìîé ÷àñòè {
u+(t) = f+(t),
v−(t) = g−(t),
t ∈ L, (1)
ãäå f+(t) , g−(t)  çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó
Hλ(L) .
108
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Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå óíêöèè
Ω(z) =
Φ(z) + iΦ(z)
2
, Ψ(z) =
Φ(z)− iΦ(z)
2
, ãäå Φ(z) = Φ(z),
îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè
Ω(z) = −iΩ(z), (2)
Ψ(z) = iΨ(z). (3)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
u+(t) =
Φ+(t) + Φ+(t)
2
, v−(t) =
Φ−(t)− Φ−(t)
2i
,
ïîëó÷èì, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1) ñâåä¼òñÿ ê ñëåäóþùèì:
Ω+(t)− iΩ−(t) = f(t), (4)
Ψ+(t) + iΨ−(t) = g(t), (5)
ãäå t ∈ L , òî åñòü ê äâóì çàäà÷àì èìàíà (4), (5) â êëàññå óíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì (2), (3), ïðè÷¼ì f(t) = f+(t)+g−(t) , g(t) = f+(t)−
− g−(t) .
Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) = Ω(z) + Ψ(z). (6)
åøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â êëàññàõ h(bk) , h(ak) , h(ak, bk) , h0 ,
h(cq) . Ïîä êëàññîì h(bk) áóäåì ïîíèìàòü êëàññ óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â îêðåñò-
íîñòè êîíöîâ bk , à íà îñòàëüíûõ êîíöàõ èìåþùèõ áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà íå âûøå
åäèíèöû.
1.2. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(bk). Ïîä êëàññîì h(bk) áóäåì ïîíèìàòü
êëàññ óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â îêðåñòíîñòè êîíöîâ bk , à â îñòàëüíûõ êîíöàõ
èìåþùèõ áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà íå âûøå åäèíèöû.
Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å (4).
àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ çàäà÷ó
Ω+0 (t)− iΩ
−
0 (t) = 0. (7)
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ óíêöèþ XΩb (z) ∈ h(bk) , óäîâëå-
òâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. X+b (t)− iX
−
b (t) = 0,
2. X+b (t) 6= 0, X
−
b (t) 6= 0, t ∈ L,
3. Xb(z) ∈ h(bk).
(8)
Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì óíêöèþ γΩ(z) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
î ñêà÷êå γΩ+(t) − γΩ−(t) = lnG(t) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå G(t) ≡ i , è âû-
áèðàÿ ln(i) = i(pi/2) , ïîëó÷èì
γΩ(z) =
1
2pii
∫
L
ln(i)
τ − z
dτ = ln
n∏
k=1
(
z − bk
z − ak
)1/4
.
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Òîãäà
XΩb (z) = e
γΩ(z) =
n∏
k=1
(
z − bk
z − ak
)1/4
.
Ó÷èòûâàÿ (8), ïåðåïèøåì (7) â âèäå
Ω+0 (t)
XΩ+b (t)
=
Ω−0 (t)
XΩ−b (t)
, t ∈ L , îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî óíêöèÿ f(z) =
Ω0(z)
XΩb (z)
ïðèíàäëåæèò H(C) è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ f(z) ≡ 0 , òî åñòü Ω0(z) ≡ 0. Èìåÿ
XΩb (z) , ïåðåïèøåì (4) â âèäå
Ω+(t)
XΩ+b (t)
−
Ω−(t)
XΩ−b (t)
=
f(t)
XΩ+b (t)
, òî åñòü óíêöèÿ
Ω0(z)
XΩb (z)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ñêà÷êå è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè.
Òàêèì îáðàçîì,
Ω(z) =
XΩb (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΩ+b (τ)(τ − z)
dτ.
Ïîñêîëüêó XΩb (z)ñèììåòðè÷íà, òî åñòü X
Ω
b (z) = X
Ω
b (z) , óíêöèÿ Ω(z) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (2).
àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ çàäà÷è (5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
χΨb (z) =
n∏
k=0
(
z − bk
z − ak
)3/4
,
ïîëó÷èì
Ψ(z) =
XΨb (z)
2pii
∫
L
g(τ)
XΨ+b (τ)(τ − z)
dτ.
Èòàê, ñîãëàñíî (6) îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (1) â êëàññå h(bk) çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) = Ω(z) + Ψ(z) =
=
1
2pii
XΩb (z)∫
L
f(τ)
XΩ+b (τ)(τ − z)
dτ + XΨb (z)
∫
L
g(τ)
XΨ+b (τ)(τ − z)
dτ
 .
1.3. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(cq). ×åðåç c1, c2, . . . , c2n îáîçíà÷èì êîí-
öû ak ,bk , k = 1, 2, . . . , n, âçÿòûå â êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî a-òî÷åê è b-òî÷åê ðàâíî q1 è q2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì q = q1 + q2 .
Ïîä êëàññîì h(cq) ïîíèìàåòñÿ êëàññ óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â íåêîòîðûõ çàðàíåå
çàäàííûõ êîíöàõ c1, c2, . . . , cq . Êëàññ, ñîîòâåòñòâóþùèé q = 0 , ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü h0 . Åñëè q1 = 0 , q2 = n , òî ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü h(bk) ,
åñëè æå q1 = n , q2 = 0 , òî èìååì êëàññ h(ak) . Åñëè æå q = 2n , òî ïîëó÷àåì êëàññ
h(ak, bk) .
Òîãäà êàíîíè÷åñêèå óíêöèè â ýòîì êëàññå çàïèøåì â âèäå
XΩq (z) =

q∏
k=1
(z − ck)
2n∏
k=q+1
(z − ck)

1/4
, XΨq (z) =

q∏
k=1
(z − ck)
2n∏
k=q+1
(z − ck)

3/4
.
àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷èì
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1) ïðè q < n ðåøåíèå çàäà÷è (1) èìååò âèä
Φ(z) = Ω(z) + Ψ(z) =
XΩq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΩ+q (τ)(z − τ)
dτ + XΩq (z)P
Ω
n−q−1(z)+
+
XΨq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΨ+q (τ)(z − τ)
dτ + XΨq (z)P
Ψ
n−q−1(z), (9)
ãäå â ñèëó (2) è (3) ìíîãî÷ëåíû PΩn−q−1(z) , P
Ψ
n−q−1(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
P
Ω
n−q−1(z) = −iP
Ω
n−q−1(z), P
Ψ
n−q−1(z) = iP
Ψ
n−q−1(z);
2) ïðè q = n çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
Φ(z) =
XΩq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΩ+q (τ)(z − τ)
dτ +
XΨq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΨ+q (τ)(z − τ)
dτ ;
3) ïðè q > n çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
Φ(z) =
XΩq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΩ+q (τ)(z − τ)
dτ +
XΨq (z)
2pii
∫
L
f(τ)
XΨ+q (τ)(z − τ)
dτ
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè∫
L
f(τ)τ j
XΩ+q (τ)
dτ = 0,
∫
L
g(τ)τ j
XΨ+q (τ)
dτ = 0, j = 0, 1, . . . , q − n− 1.
Ïðè q > n â îðìóëå (9) íàäî ïîëîæèòü Pn−q−1(z) ≡ 0 .
2. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è èìàíà
â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ
2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü S îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü, ðàçðåçàííóþ âäîëü
îòðåçêîâ Lk = (ak, bk) , k = 1, 2, . . . ,∞, äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè÷¼ì a1 < b1 < · · · <
< ak < bk < · · · è lim
k→∞
ak =∞ . Îáîçíà÷èì L =
∞⋃
k=1
Lk .
Òðåáóåòñÿ íàéòè êóñî÷íî-ãîëîìîðíóþ â S óíêöèþ
Φ(z) = u(z) + iv(z),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (1).
Ìîæíî çàïèñàòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññàõ h(ak) , h(bk) , h(ak, bk) ,
h0 , h(ckn) .
Îñòàíîâèìñÿ íà êëàññå h(bk) .
2.2. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé â êëàññå h(bk). Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïî
ðåøåíèþ çàäà÷è èìàíà â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã [3℄
çàäà÷à î ñêà÷êå
γ+(t)− γ−(t) = g(t), t ∈ L, g(t) = gk(t), t ∈ Lk, L =
∞⋃
k=1
Lk (10)
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èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå
γ(z) =
∞∑
k=1
znk
2pii
∫
Lk
gk(τ) dτ
τnk(τ − z)
, (11)
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë {nk} ïîäîáðàíà òàê, ÷òî ðÿä (11) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå g(t) = lnG(t) , èìååì
γΩ(z) =
∞∑
k=0
znk
2pii
∫
Lk
ipi
2
dτ
τnk(τ − z)
=
1
4
∫
Lk
[
1
τ − z
−
1
τ
−
z
τ2
−
z2
τ3
− · · · −
znk−1
τnk
]
dτ =
=
1
4
∫
Lk
dτ
τ − z
−
1
4
∫
Lk
dτ
τ
−
1
4
nk−1∑
j=0
∫
Lk
zj
τ j+1
=
=
1
4
ln
bk − z
ak − z
−
1
4
ln
bk
ak
+
1
4
nk−1∑
j=1
zj
jbjk
−
1
4
nk−1∑
j=1
zj
jajk
= ln

∞∏
k=1
E
(
z
bk
, nk − 1
)
∞∏
k=1
E
(
z
ak
, nk − 1
)

1/4
,
ãäå ïîä ln
bk − z
ak − z
ïîíèìàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ âåòâü, ãîëîìîðíàÿ íà ðàçðåçàííîé
âäîëü Lk ïëîñêîñòè è èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, à ïîä ln
bk
ak
 âïîëíå îïðå-
äåë¼ííîå èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ â òî÷êå z = 0 , E(u, q) =
= (1− u) exp
(
q∑
p=1
up
p
)
 ïåðâè÷íûé ìíîæèòåëü Âåéåðøòðàññà,
γΨ(z) =
∞∑
k=0
znk
2pii
∫
Lk
(
−
ipi
2
)
dτ
τnk (τ − z)
= ln

∞∏
k=1
E
(
z
bk
, nk − 1
)
∞∏
k=1
E
(
z
ak
, nk − 1
)

3/4
.
Êàíîíè÷åñêèå óíêöèè ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä
X
Ω(z)
b = exp(γ
Ω(z)) =

∞∏
k=1
E
(
z
bk
, nk − 1
)
∞∏
k=1
E
(
z
ak
, nk − 1
)

1/4
,
X
Ψ(z)
b = exp(γ
Ψ(z)) =

∞∏
k=1
E
(
z
bk
, nk − 1
)
∞∏
k=1
E
(
z
ak
, nk − 1
)

3/4
.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) = XΩb (z)P
Ω(z) +
∞∑
k=0
XΩb (z)z
nk
2pii
∫
Lk
f(τ) dτ
XΩ+b (τ)τ
nk (τ − z)
+
+ XΨb (z)P
Ψ(z) +
∞∑
k=0
XΨb (z)z
nk
2pii
∫
Lk
g(τ) dτ
XΨ+b (τ)τ
nk (τ − z)
,
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ãäå PΩ(z) è PΨ(z)  öåëûå óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
P
Ω
(z) = −iPΩ(z), P
Ψ
(z) = iPΨ(z).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ â äðóãèõ êëàññàõ.
3. Ñëó÷àé îäíîïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíòóðîâ
Ïóñòü äàí îòðåçîê L0 = (a0, b0) â ïîëîñå 0 < Re z ≤ 2pi . Îáîçíà÷èì L =
=
∞⋃
k=−∞
Lk , ãäå Lk ïîëó÷åíû èç L0 ïðåîáðàçîâàíèÿìè îäíîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû
z + 2pik , k ∈ Z .
Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî γ(z) èìååò âèä (11). Ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü
íàáîð öåëûõ ÷èñåë nk ïðè ïîñòðîåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (11). Ñïðàâåäëèâà [3℄
Òåîðåìà 1. Åñëè n > 0 åñòü öåëîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ðÿä
∞∑
k=−∞
Ak(Rk)
−(n+1), Ak =
1
2pi
∫
Lk
|gk(τ)||dτ |, Rk = min |τ |, τ ∈ Lk (12)
ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (11) ïðè âñåõ nk = n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê êîíòóðîâ Lk (ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ).
Çàäà÷à (10) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå
γ˜(z) =
∞∑
k=−∞
zn
2pii
∫
Lk
gk(τ) dτ
τn(τ − z)
. (13)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
g0(t) = gk(t+ 2pik), t ∈ L0, (14)
òîãäà Ak = A0 , è ñõîäèìîñòü ðÿäà (13) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ðÿäà
−1∑
k=−∞
R
−(n+1)
k +R0 +
∞∑
k=1
R
−(n+1)
k ,
ãäå R0 = a0 , Rk = a0 + 2pik , k > 0 , Rk = |b−1 + 2pik| , k < 0 .
ÿä
∞∑
k=1
R
−(n+1)
k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞∑
k=1
R
−(n+1)
k =
∞∑
k=1
1
(a0 + 2pik)n+1
=
∞∑
k=1
1
kn+1(a0k + 2pi)
n+1
. (15)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (a0/k + 2pi)→ 2pi ïðè k → ∞ èìååì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà (15)
ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1
1
kn+1
. (16)
Èçâåñòíî, ÷òî íàèìåíüøåå n , ïðè êîòîðîì ñõîäèòñÿ ðÿä (16), áóäåò ðàâíî 1.
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Èòàê, çàäà÷à (10) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå
γ˜(z) =
∞∑
k=−∞
z
2pii
∫
Lk
gk(τ) dτ
τ(τ − z)
=
=
z
2pii
∫
L0
g0(τ) dτ
τ(τ − z)
+
∞∑
k=1
 z
2pii
∫
Lk
gk(τ)dτ
τ(τ − z)
+
z
2pii
∫
L
−k
g−k(τ)dτ
τ(τ − z)
 =
=
1
2pii
∫
L0
g0(τ)
[
1
τ − z
−
1
τ
]
dτ +
∞∑
k=1
 12pii
∫
L0
g0(τ)
[
1
τ − z + 2pik
−
1
τ + 2pik
]
dτ +
+
1
2pii
∫
L0
g0(τ)
[
1
τ − z − 2pik
−
1
τ − 2pik
]
dτ
 =
=
1
2pii
∫
L0
g0(τ)
{[
1
τ − z
+
∞∑
k=1
(
1
τ − z + 2pik
+
1
τ − z − 2pik
)]
+
+
∞∑
k=1
[
1
τ
+
∞∑
k=1
(
1
τ + 2pik
+
1
τ − 2pik
)]}
dτ =
1
4pii
∫
L0
g0(τ)
[
ctg
τ − z
2
− ctg
τ
2
]
dτ,
ïðè ýòîì ìû ó÷ëè (14) è ðàçëîæåíèå ctg z íà ïðîñòåéøèå äðîáè.
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷åí îäíîïåðèîäè-
÷åñêèé àíàëîã èíòåãðàëà òèïà Êîøè [2, ñ. 201℄.
4. Ñëó÷àé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ
Ïóñòü îòðåçîê L0 = (a0, b0) ëåæèò â R , ãäå R  ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
−
iω˜2
2
, ω1−
iω˜2
2
, ω1+
iω˜2
2
, i
ω˜2
2
, ω1 , ω˜2 ∈ R , ω2 = iω˜2 . Îáîçíà÷èì L =
∞⋃
k=0
Lk , ãäå Lk
ïîëó÷åíû èç L0 ïðåîáðàçîâàíèÿìè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû z+ω , ω = k1ω1+
+ k2ω2, k1, k2 ∈ Z . Ïóñòü â çàäà÷å î ñêà÷êå (10) óíêöèè gk(τ) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ
g0(t) = gk(t+ ω), t ∈ L0. (17)
Â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó (17) ñõîäèìîñòü ðÿäà (13) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ
ðÿäà
∞∑
k=0
R
−(n+1)
k , Rk = |τ + ω|. (18)
ÿä (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞∑
k=0
R−(n+1) =
1
Rn+10
+
∞∑
k1,k2=−∞
′
1
|τ + ω|n+1
=
1
Rn+10
+
∞∑
k1,k2=−∞
′
1
|ω|n+1
∣∣∣ τ
ω
+ 1
∣∣∣n+1 .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |τ/ω + 1|
n+1
→ 1 ïðè k1, k2 → ±∞ èìååì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà
(18) ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k1,k2=−∞
′
1
|ω|n+1
. (19)
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Èç òåîðèè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ óíêöèé [2, ñ. 212℄ èçâåñòíî, ÷òî íàèìåíü-
øåå n , ïðè êîòîðîì ñõîäèòñÿ ðÿä (19), áóäåò ðàâíî 2.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå
γ˜(z) =
∞∑
k=0
z2
2pii
∫
Lk
gk(τ) dτ
τ2(τ − z)
. (20)
Ñóììèðóÿ ðÿä (20) ñ ó÷¼òîì (17), ïîëó÷èì [4℄
γ˜(z) =
1
2pii
∫
L0
g0(τ)[ζ(τ − z)− ζ(τ)] dτ +
z
2pii
∫
L0
g0(τ)ζ
′(τ) dτ, (21)
ãäå ζ(u) =
1
u
+
∞∑
k1,k2=−∞
′
(
1
u− ω
+
u
ω2
+
1
ω
)
, k21 + k
2
2 6= 0 , åñòü äçåòà-óíêöèÿ Âåé-
åðøòðàññà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñêà÷îê, ðàâíûé g0(t) íà L0 , èìååò êàæäàÿ óíêöèÿ îäíîïåðè-
ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà γ1(z) = γ˜(z) +Az .
Åñëè îòûñêèâàòü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) ñ ïåðèîäàìè ω1
è ω2 è ó÷èòûâàòü, ÷òî óñëîâèå
∫
L0
g0(τ) dτ = 0 [4℄ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, òî ïîëó÷èì
γ1(z + ωk) = γ1(z) +
ωk
2pii
∫
L0
g0(τ)ζ
′(τ) dτ +Aωk, k = 1, 2,
îòêóäà A = −
1
2pii
∫
L0
g0(τ)ζ
′(τ)dτ .
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷åí äâîÿêîïåðèîäè-
÷åñêèé àíàëîã èíòåãðàëà òèïà Êîøè [2, ñ. 217℄ γ(z) =
1
2pii
∫
L0
g0(τ)[ζ(τ−z)−ζ(τ)] dτ .
5. åøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå îäíîïåðèîäè÷åñêîãî
ðàñïîëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ
5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü îòðåçêè Lk = (ak, bk) ðàñïîëîæåíû òàê, êàê
óêàçàíî â ï. 3.
Òðåáóåòñÿ íàéòè êóñî÷íî-ãîëîìîðíóþ óíêöèþ Φ(z) = u(z) + iv(z) , îãðàíè-
÷åííóþ íà áåñêîíå÷íîñòè è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (1), ãäå óíêöèè f+(t) =
= f+k (t) , g
−(t) = g−k (t) , t ∈ Lk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì f
+
0 (t) = f
+
k (t +
+ 2pik), g−0 (t) = g
−
k (t+ 2pik), t ∈ L0 , k ∈ Z , f
+
0 (t), g
−
0 (t) ∈ Hλ(L0) .
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèî-
äîì 2pi óíêöèè Φ(z) ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ L0 ïî óñëîâèþ{
u+(t) = f+(t),
v−(t) = g−(t),
t ∈ L0,
ãäå f+(t) , g−(t)  çàäàííûå óíêöèè êëàññà ¼ëüäåðà Hλ(L0) .
åøåíèå çàäà÷è îòûñêèâàåòñÿ â êëàññå óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà âåðõíåì
è íèæíåì êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà.
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5.2. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(b0) . Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî
èìååì
γΩ(z) =
1
4pii
∫
L0
lnG(τ)
[
ctg
τ − z
2
− ctg
τ
2
]
dτ = ln
 sin
b0 − z
2
sin
a0
2
sin
a0 − z
2
sin
b0
2

1/4
,
XΩb (z) =
sin
b0 − z
2
sin
a0
2
sin
a0 − z
2
sin
b0
2

1/4
, (22)
ïðè÷¼ì XΩb (z) = X
Ω
b (z + 2pi), X
Ω
b (z) = X
Ω
b (z) .
Ôóíêöèÿ XΩb (z) îãðàíè÷åíà íà êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà, òàê êàê ïðè z → x±∞
îíà ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íûì ïðåäåëàì [2, ñ. 201℄.
Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé óíêöèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñêà÷êå â êëàññå
óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà
Ω+(t)
XΩ+b (t)
−
Ω−(t)
XΩ−b (t)
=
f(t)
XΩ+b (t)
, t ∈ L0,
îòêóäà
Ω(z) =
XΩb (z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΩ+b (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ + cΩb X
Ω
b (z),
ãäå
cΩb = b(1 + i), b = const, b ∈ R. (23)
àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷èì
XΨb (z) =
 sin
b0 − z
2
sin
a0
2
sin
a0 − z
2
sin
b0
2

3/4
, (24)
ïðè÷¼ì XΨb (z) = X
Ψ
b (z + 2pi) , X
Ψ
b (z) = X
Ψ
b (z) . Ôóíêöèÿ X
Ψ
b (z) îãðàíè÷åíà íà
êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà.
àññóæäàÿ, êàê è âûøå, ïîëó÷èì
Ψ(z) =
XΨb (z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΨ+b (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ + cΨb X
Ψ
b (z),
ãäå
cΨb = a(1− i) a = const, a ∈ R. (25)
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) â êëàññå h(b0) çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) =
XΩb (z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΩ+b (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ + cΩb X
Ω
b +
+
XΨb (z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΨ+b (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ + cΨb X
Ψ
b ,
ãäå XΩb (z) , X
Ψ
b (z) , c
Ω
b , c
Ψ
b îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðìóëàìè (22), (24), (23),
(25).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå â êëàññå h(a0) .
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5.3. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(a0, b0). Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà çàäà÷å
äëÿ Ω(z) .
Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ óíêöèþ XΩab(z) :
XΩab(z) = X
Ω
b (z)
sin ((a0 − z)/2)
sin((θ − z)/2)
,
ãäå θ 6∈ L0, θ ∈ R .
Ïîâåäåíèå XΩb (z) íàìè áûëî èññëåäîâàíî, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâà-
íèè óíêöèè f(z) =
sin ((a0 − z)/2)
sin((θ − z)/2)
.
1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óíêöèè íà âåðõíåì êîíöå ïîëîñû ïåðèîäà ñäåëàåì çàìåíó
eiz = t [2, ñ. 201℄, òîãäà
f(z) =
sin ((a0 − z)/2)
sin((θ − z)/2)
=
ei(a0−z)/2 − e−i(a0−z)/2
ei(θ−z)/2 − e−i(θ−z)2
=
eia0 − eiz
eiθ − eiz
=
eia0 − t
eiθ − t
.
Ïóñòü z → x+ i∞ , òîãäà t→ 0 , è lim
z→x+i∞
f(z) = eia0/eiθ . Òàêèì îáðàçîì, f(z)
îãðàíè÷åíà íà âåðõíåì êîíöå ïîëîñû ïåðèîäà.
2. Åñëè æå ïîëîæèòü e−iz = t , òî
f(z) =
eia0 − 1/t
eiθ − 1/t
=
teia0 − 1
teiθ − 1
.
Åñëè z → x− i∞ , t→ 0 , òî lim
z→x−i∞
f(z) = 1 , è ïîýòîìó óíêöèÿ f(z) îãðàíè-
÷åíà íà íèæíåì êîíöå ïîëîñû ïåðèîäà.
Èìåÿ Xab(z) , ïåðåïèøåì îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå
Ω+0 (t)
XΩ+ab (t)
=
Ω−0 (t)
XΩ−ab (t)
Òàêèì îáðàçîì,
Ω0(z)
XΩab(z)
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé óíêöèåé, îãðàíè÷åííîé íà
âåðõíåì è íèæíåì êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà, à çíà÷èò,
Ω0(z)
XΩab(z)
≡ C , ãäå C = const .
Íî, òàê êàê óíêöèÿ
Ω0(z)
XΩab(z)
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ zk = θ − 2pik , òî C = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à íå èìååò îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ðåøåíèé.
Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) = Ω(z) + Ψ(z) =
XΩab(z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΩab(τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
(
τ − θ
2
)]
dτ+
+
XΨab(z)
4pii
∫
L0
g(τ)
XΨab(τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
(
τ − θ
2
)]
dτ.
5.4. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h0 . Êàíîíè÷åñêàÿ óíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä
XΩ0 (z) = X
Ω
b (z)
1
sin ((b0 − z)/2) sin ((θ − z)/2)
, θ 6∈ L0, θ ∈ R.
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Ïîâåäåíèå XΩb (z) íàìè áûëî èññëåäîâàíî, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâà-
íèè óíêöèè F (z) =
1
sin ((b0 − z)/2) sin ((θ − z)/2)
.
1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óíêöèè íà âåðõíåì êîíöå ïîëîñû ïåðèîäà ñäåëàåì çàìåíó
eiz = t , òîãäà
F (z) =
−4
ei(b0+θ)/2/t+ e−i(b0+θ)/2 t
.
Ïóñòü z → x + i∞ , òîãäà t → 0 , ïîýòîìó óíêöèÿ F (z) íà âåðõíåì êîíöå
ïîëîñû ïåðèîäà èìååò íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà.
2. Åñëè æå ïîëîæèòü e−iz = t , òî
F (z) =
−4
ei(b0+θ)/2 t+ e−i(b0+θ)/2/t
,
ïîýòîìó óíêöèÿ F (z) è íà íèæíåì êîíöå ïîëîñû ïåðèîäà èìååò íóëü ïåðâîãî
ïîðÿäêà.
àññìîòðèì óíêöèþ
Ω0(z)
XΩ0 (z)
, êîòîðàÿ áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé, èìåþùåé ïîëþñû
ïåðâîãî ïîðÿäêà íà âåðõíåì è íèæíåì êîíöàõ ïîëîñû ïåðèîäà. Òîãäà íà îñíîâà-
íèè [2, ñ. 204℄ èìååì
Ω0(z)
XΩ0 (z)
=
1∑
k=−1
cke
ikz ,
ãäå ck = const, k = −1, 0, 1 .
Òàêèì îáðàçîì,
Ω0(z) = X
Ω
0 (z)(c−1e
−iz + c0 + c1e
iz) = XΩ0 (z)(c˜1 cos z + c˜2 sin z + c0).
Ôóíêöèÿ X0(z) â òî÷êàõ zk = θ− 2pik èìååò ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó
äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ â òî÷êàõ zk íåîáõîäèìî, ÷òîáû c0 = −c˜1 cos θ−c˜2 sin θ .
Òîãäà
Ω0(z) = X
Ω
0 (z)(c˜1 cos z + c˜2 sin z − c˜1 cos θ − c˜2 sin θ) =
= XΩ0 (z)[ c˜1(cos z − cos θ) + c˜2(sin z − sin θ)].
Òîãäà îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è â êëàññå h0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Φ(z) =
XΩb (z)
4pii
∫
L0
f(τ)
XΩb (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ +
+ XΩ0 (z) [c˜1(cos z − cos θ) + c˜2(sin z − sin θ)] +
+
XΨb (z)
4pii
∫
L0
g(τ)
XΨb (τ)
[
ctg
(
τ − z
2
)
− ctg
τ
2
]
dτ +
+ XΨ0 (z)[
˜˜c1(cos z − cos θ) + ˜˜c2(sin z − sin θ)],
ãäå c˜1, c˜2, ˜˜c1, ˜˜c2 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä (23), (25).
6. åøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîãî
ðàñïîëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ
6.1. Ïóñòü îòðåçêè Lk = (ak, bk) ðàñïîëîæåíû òàê, êàê óêàçàíî â ï. 4.
Òðåáóåòñÿ íàéòè óíêöèþ Φ(z) = u(z) + iv(z) , îãðàíè÷åííóþ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (1), ãäå óíêöèè f+(t) = f+k (t) , g
−(t) = g−k (t) ,
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t ∈ Lk , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì f
+
0 (t) = f
+
k (t + ω) , g
−
0 (t) = g
−
k (t + ω) , t ∈ L0 ,
f0(t), g0(t) ∈ Hλ(L0) .
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ýë-
ëèïòè÷åñêîé êóñî÷íî-ãîëîìîðíîé óíêöèè, îãðàíè÷åííîé â ïàðàëëåëîãðàììå ïå-
ðèîäîâ [4℄ ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ L0 ïî êðàåâîìó óñëîâèþ
u+(t) = f+(t), v−(t) = g−(t), t ∈ L0, (26)
ãäå f+(t), g−(t)  çàäàííûå óíêöèè, f+(t), g−(t) ∈ Hλ(L0) .
åøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî â êëàññàõ h(b0), h(a0), h0, h(a0, b0) .
6.2. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(b0). Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî
èìååì
γΩ(z) =
1
4
∫
L0
[ζ(τ − z)− ζ(τ)] dτ =
1
4
ln
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
,
ãäå
σ(u) = u
∞∏
k1,k2=−∞
′
(
1−
u
ω
)
exp
(
u
ω
+
u2
2ω2
)
, k21 + k
2
2 6= 0,
 ñèãìà-óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, ïðè ýòîì ζ(u) = σ′(u)/σ(u) .
Òîãäà
XΩb (z) = exp(γ
Ω(z)) =
[
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
]1/4
, X
Ω
b (z) = X
Ω
b (z).
Ôóíêöèÿ XΩb (z) ÿâëÿåòñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîé [4℄, òî åñòü
XΩb (z + ωk) = X
Ω
b (z) exp(−ηkα), k = 1, 2, ηk = 2ζ
(ωk
2
)
,
α =
1
2pii
∫
L0
pii
2
dτ =
1
4
(b0 − a0), α ∈ R. (27)
Îñòàíîâèìñÿ íà ðåøåíèè îäíîðîäíîé çàäà÷è (7). àññìîòðèì óíêöèþ f(z) =
=
Ω0(z)
XΩb (z)
, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîé ñ óñëîâèåì
f(z + ωk) = f(z) exp(ηkα). (28)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîé óíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (28). Îäíàêî êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèýëëèïòè÷å-
ñêîé ãîëîìîðíîé óíêöèè f(z) 6≡ 0 , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (28), ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèå α(η1ω2−η2ω1) = 2piiω˜, ω˜ = n1ω1+n2ω2 [5℄. Íî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Ëåæàí-
äðà, ñâÿçûâàþùåãî îñíîâíûå ïåðèîäû è âåëè÷èíû η1, η2 èìååì η1ω2− η2ω1 = 2pii,
îòêóäà α = ω˜.
Â íàøåì ñëó÷àå α , îïðåäåëÿåìàÿ îðìóëîé (27), íå ìîæåò áûòü ïåðèîäîì,
ïîýòîìó f(z) ≡ 0 .
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (7) íå èìååò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðåøåíèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (4) áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèé
àíàëîã ÿäðà Êîøè [5℄
A(τ, z) =
σ(τ − z − α)
σ(−α)σ(τ − z)
,
ïðè÷¼ì A(τ, z + ωk) = A(τ, z) exp(αηk) .
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Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4) áóäåò óíêöèÿ
Ω(z) =
XΩb (z)
2pii
∫
L0
A(τ, z)
f(τ) dτ
XΩ
+
b (τ)
,
ïðè÷¼ì óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2).
àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì
Ψ(z) =
XΨb (z)
2pii
∫
L0
A1(τ, z)g(τ) dτ
XΨ
+
b (τ)
, XΨb (z) =
[
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
]3/4
,
ãäå A1(τ, z) =
σ(τ − z − α1)
σ(−α1)σ(τ − z)
, α1 =
3
4 (b0 − a0) .
åøåíèå çàäà÷è (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå (6).
åøåíèå â êëàññå h(a0) çàïèøåòñÿ â âèäå
Φ(z) =
XΨa (z)
2pii
∫
L0
A(τ, z)f(τ) dτ
XΨ+a (τ)
+
XΩa (z)
2pii
∫
L0
A1(τ, z)g(τ) dτ
XΩ+a (τ)
,
ãäå XΨa (z) =
[
σ(z − a0)σ(b0)
σ(z − b0)σ(a0)
]1/4
, XΩa (z) =
[
σ(z − a0)σ(b0)
σ(z − b0)σ(a0)
]3/4
.
6.3. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h(a0, b0). Êàíîíè÷åñêàÿ óíêöèÿ áóäåò
èìåòü âèä
XΩab(z) =
[
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
]1/4
σ(z − a0)
σ(z − θ)
, θ 6∈ L0, θ ∈ R.
Ôóíêöèÿ XΩab(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ X
Ω
ab(z + ωk) = X
Ω
ab(z) exp(βηk), ãäå β =
= −α + θ − a0 è β íå ðàâíî ïåðèîäó. Òîãäà êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿ óíêöèÿ f(z) =
=
Ω0(z)
XΩab(z)
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíî-
ðîäíàÿ çàäà÷à íå èìååò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðåøåíèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è âîçüì¼ì θ = a0 + α, òîãäà β = 0 è
XΩab(z + ωk) = X
ω
ab(z), k = 1, 2 .
Èìåÿ XΩab(z) , ïåðåïèøåì êðàåâîå óñëîâèå (4) â âèäå
Ω+(t)
XΩ+ab (t)
−
Ω−(t)
XΩ−ab (t)
=
f(t)
XΩ+ab (t)
, t ∈ L0,
Òàêèì îáðàçîì, óíêöèÿ
Ω(z)
XΩab(z)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ñêà÷êå â êëàññå äâî-
ÿêîïåðèîäè÷åñêèõ óíêöèé. Íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ [4℄ èìååì, ÷òî
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷èâøåéñÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
L0
f(τ) dτ
XΩ+ab (τ)
= 0 . åøåíèå çàäà÷è èìååò âèä
Ω(z) =
XΩab(z)
2pii
∫
L0
f(τ)
XΩ+ab (τ)
[ζ(τ − z)− ζ(τ − a0 − α)] dτ.
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Àíàëîãè÷íî çàïèøåì
Ψ(z) =
XΨab(z)
2pii
∫
L0
g(τ)
XΨ+ab (τ)
[ζ(τ − z)− ζ(τ − a0 − α1)] dτ,
ãäå XΨab(z) = X
Ψ
b (z)
σ(z − a0)
σ(z − θ1)
, θ1 6∈ L0, θ1 ∈ R.
6.4. åøåíèå çàäà÷è â êëàññå h0 . Êàíîíè÷åñêàÿ óíêöèÿ çàäà÷è èìååò
âèä
XΩ0 (z) =
[
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
]1/4
σ(z − θ2)
σ(z − b0)
, θ2 6∈ L0, θ2 ∈ R,
ïðè÷¼ì XΩ0 (z + ωk) = X
Ω
0 (z)e
−ηkβ1 , β1 = θ2 + α− b0 è β1 íå ðàâíî ïåðèîäó.
àññìîòðèì óíêöèþ F3(z) =
Ω0(z)
XΩ0 (z)
, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîé
ñ óñëîâèåì
F3(z + ωk) = F3(z) exp(ηkβ1).
Êðîìå òîãî, óíêöèÿ F3(z) èìååò â òî÷êå θ2 ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íà îñíî-
âàíèè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ êâàçèýëëèïëè÷åñêèõ óíêöèé [5, ñ. 8℄, óíêöèÿ F3(z)
äîëæíà â èìåòü íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå θ˜ ∈ R , ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî
θ2 − θ˜ = β1(η1ω2 − η2ω1)/2pii = β1,
ïðè ýòîì ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå Ëåæàíäðà. Ôóíêöèÿ F3(z) òîãäà èìååò âèä
F3(z) = C
σ(z + α− b0)
σ(z − θ2)
.
Èòàê, Ω0(z) = CX
Ω
0 (z)
σ(z + α− b0)
σ(z − θ)
, ãäå C = (1 + i)C1, C1 ∈ R.
Òàêèì îáðàçîì,
Ω(z) =
XΩ0 (z)
2pii
∫
L0
A2(τ, z)
f(τ)
XΩ+0 (τ)
dτ +Ω0(z), A2(τ, z) =
σ(τ − z − β1)
σ(−β1)σ(τ − z)
.
àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì
XΨ0 (z) =
[
σ(z − b0)σ(a0)
σ(z − a0)σ(b0)
]3/4
σ(z − θ3)
σ(z − b0)
, θ3 6∈ L0, θ3 ∈ R,
Ψ(z) = C˜XΨ0 (z)
σ(z + α1 − b0)
σ(z − θ3)
+
XΨ0 (z)
2pii
∫
L0
A3(τ, z)
g(τ)
XΨ0 (τ)
dτ,
A3(τ, z) =
σ(τ − z − β2)
σ(−β2)σ(τ − z)
, β2 = θ3 + α1 − b0, C˜ = (1 − i)C2, C2 ∈ R.
Summary
I.G. Salekhova, M.M. Yakhina. A Mixed Problem for a Plane with Retilinear Cuts.
We solve a mixed problem for a plane u+(t) = f+(t) , v−(t) = g−(t) , t ∈ L , where L is the
union of a nite or denumerable set of segments (inluding those arranged periodially) with
an aumulation point at innity. For a denumerable set of segments, the problem is solved
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by the redution to the orresponding Riemann problem in the ase of a denumerable set of
iruits, inluding those arranged periodially.
Keywords: mixed problem for a plane, Riemann problem, singly periodi arrangement of
segments, singly periodi funtion, doubly periodi arrangement of segments, ellipti funtion,
quasi-ellipti funtion.
Ëèòåðàòóðà
1. Øåðìàí Ä.È. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïëîñêî-
ñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðÿìîëèíåéíûõ ðàçðåçîâ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ.  1940.  Ò. 27,
 4.  Ñ. 330334.
2. ×èáðèêîâà Ë.È. Îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé.  Êàçàíü:
Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1977.  302 ñ.
3. Ñàëåõîâà È..Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìàíà â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ðàçîìêíóòûõ
äóã // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì.  1975.   6.  Ñ. 124135.
4. Àêñåíòüåâà Å.Ï., Ñàëåõîâà È.. Çàäà÷à èìàíà â ñëó÷àå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ äóã // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè.  2008.  Ò. 150,
êí. 4.  Ñ. 6679.
5. Àêñåíòüåâà Å.Ï. Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà â êðàåâûõ çàäà÷àõ. Ìåòîäè÷åñêàÿ ðàçðà-
áîòêà ê ñïåöèàëüíîìó êóðñó.  Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1994.  42 ñ.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
12.03.13
Ñàëåõîâà Èëþñÿ àðóíîâíà  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò, äî-
öåíò êàåäðû äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) åäåðàëüíûé
óíèâåðñèòåò, ã. Êàçàíü, îññèÿ.
E-mail: Ilysia.Salekhovakpfu.ru
ßõèíà Ìàðèÿ Ìèðãàñèìîâíà  ìàãèñòðàíò êàåäðû äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Êàçàíü, îññèÿ.
E-mail: husainovambk.ru
